Planche n° 6. Séries numériques

* tros facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile
I : Incontournable

Exercice n°1

Nature de la série de terme général

1) (*) In (%) 2) (*) m 3) () (21131)11”1

4) (%) m 5) (**) Arccos {/1— % 6) (*) (nniz”,

7 (COS%Y _ % 8) (**) In (72? Arctan “Z: 1) 9) (*) J:/Z %;sz dx
10) (**) n-VZsin(F+1) 11) (**) e — (1 + %)n 12) (**) 1—nln (izt :)

Exercice n° 2

Nature de la série de terme général .

+oo

1) (***) ¥n? +2nZ — {/P(n) ot P est un polynome. 2) (**) %S(n) ou S(n) = Z T%
p=2
3) (**) un on Vn € N*, u,, = %e*”“*‘.
4) (F*F*I) u, = 1 oll pn est le n-éme nombre premier
n
a 1 = 11
(indication : considérer Z In | = Z In (1 + o + = +.. ) ).
n=1 1—— n=1 n n
1 o
5) (***) u, = ————— on ¢(n) est le nombre de chiffres de n en base 10.
nfc(n))
n a
(H lnk>

_ 1\“ T
6) (*) % a>0etb>0. 7) (**) Arctan <<1 + H) ) — Arctan <<1 — H) >

] n n

3/2
8) (**)EZk . 9) (***) (H (1+—)>—1.
k=1 k=1
Exercice n° 3
Nature de la série de terme général .
2 n
*%) gi mm *% - *% (=1)
1) ( )51n(n+]> 2) ( ) e ) (**)In |1+ Tn
Inn ( )
4) (**) (1) — 5) (**) (— ot P et Q sont deux polyndomes non nuls
) (%) (=1 — ) (%) ( " am Q poly

6) (****) (sin(nl!7e))P p entier naturel non nul.
Exercice n° 4

Calculer les sommes des séries suivantes aprés avoir vérifié leur convergence.

n—|—1 e, &1 oy S 1 (="
1) 2) DY Gy MDY (1+55) a
5 )nZ_2<\/ﬁ+m_ﬁ) 6) ( )nZ_Oln(COSz_n)ae]o*z[ N2
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Exercice n°5 (*** I)

Soit (in )nen une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle que la série de terme général w,, converge.
Montrer que u,, O (E) Trouver un exemple de suite (Wn)nen de réels strictement positifs telle que la série de
terme général u,, converge mais telle que la suite de terme général nu,, ne tende pas vers 0.

Exercice n° 6 (***)

on

n2

Soit o une injection de N* dans lui-méme. Montrer que la série de terme général diverge.

Exercice n° 7 (**)

Soit (Un)nen une suite de réels strictement positifs. Montrer que les séries de termes généraux uy, ,In(14+un) et

Un
T+ u,

Unodx
sont de mémes natures.
0 ] =+ x€

Exercice n° 8 (***)

n
1
Trouver un développement limité & l'ordre 4 quand n tend vers 'infini de <e — Z —'> x (n+ 1)
k=0

Exercice n°9 (*¥**)
n
Nature de la série de terme général u,, = sin (7t (2 + \/§) )

Exercice n° 10 (**)

Soit (un)nen une suite positive telle que la série de terme général w,, converge. Etudier la nature de la série de terme

Un

général
Exercice n° 11 (¥*%)

Un

nz
(T+ug).e..(T+un)’
connaissant la nature de la série de terme général u,, puis en calculer la somme en cas de convergence.

Exercice n° 12 (¥**%*)

Soit (Un )nen une suite de réels positifs. Trouver la nature de la série de terme général vy, =

Soit (n )nen une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général wu,, diverge.
u
Pour n € N, on pose S, = up + ... + u,. Etudier en fonction de « > 0 la nature de la série de terme général ﬁ
n
Exercice n° 13 (**)
1+ (=1)"nx

2« ;=1

Soit & € R. Nature de la série de terme général u, =

Exercice n° 14 (****)

. T 1 1
Onsaltque1—E+§—Z+...—ln2.

A partir de la série précédente, on construit une nouvelle série en prenant p termes positifs, q termes négatifs, p termes

s B B L . 111 111 11
positifs ... (Par exemple pour p =3 et q = 2, onsmteressea]—i—g—i—g 7 Z+?+§+ﬁ 13 g—i—...).Convergence

et somme de cette série .

Exercice n° 15 (***)
n—I1
Nature de la série de terme général u,, = Z ;
mT A k)
Exercice n° 16

Convergence et somme éventuelle de la série de terme général
2n3 —3n? 41 n!
1) (¥*) un = an—on+ 1

2) (F*¥) = i >1, a € R** donné.
(n+3)! ) ) e = e ey o € onne
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Exercice n° 17 (*)

n

- - 1

Nature de la série de terme général u,, = Z
k=1

ma p €10, +o0l.

Exercice n° 18 (**)
n!
(a+1)(a+2)...(a+mn)

Déterminer un équivalent simple de quand n tend vers U'infini (a réel positif donné).

Exercice n° 19 (** I)

+oo (_ )n71 +oo 1
Calculer T; 7 et T;) m

Exercice n° 20 (*** I)

+oo
Développement limité a 'ordre 4 de Z — quand n tend vers Uinfini.
k=n-+1

Exercice n° 21 (**)

n
Equivalent simple quand n tend vers +o0o de Z pP.

p=1
Exercice n° 22 (***)
1 1
Soit p € N*, calculer Z Z m et Z Z 7127_132 . Que peut-on en déduire 7
peEN* \neN*, n#p neN* \peN*, p#n

Exercice n° 23 (**)

(—=nm
In+1°

“+oo
Calculer Z
n=0

Exercice n° 24 (¥**%*)

. . , u+...4+u . L. L.
Soient (uUn)n>1 une suite réelle. Pour n > 1, on pose vy, = T T Montrer que si la série de terme général (u, )?
n
+oo +oo
P P 2 2 2 . . . . 2
converge alors la série de terme général (v, )* converge et que (vn) <4 (un ) (indication : majorer vi — 2UnVy ).
n=1 n=1

Exercice n° 25 (¥*%*)

Convergence et somme de la série de terme général u,, =

&1 A

—i (=D* n=>0
= 2k+1
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